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A Monsieur le Professeur Andrzej Zajtz
à l’oecasion de son 70 ème anniversaire

Z\[^]^_^`C[^a
On donne la généralisation de la notion de suites monotones en

moyenne considerée par F. Leja dans [3]. On démontre que les suites
monotones en moyenne généralisées sont convergentes.

b\ced fhgjilk0m0n0olgjp k0f

F. Leja dans sa note [3] a étudié la convergence des suites monotones en
moyenne au sens arithmétique, géométrique et harmonique. Dans la présente
note, on généralise les résultats de [3] en considérant les moyennes quasi-arith-
métiques et quasi-arithmétiques pondérées. F. Leja dans [3] a posé la définition
suivante :

Définition 1

On dit qu’une suite {an} est décroissante en moyenne
1◦ au sens arithmétique si

an+2 ≤ 1

2
(an + an+1), n ∈ N1 = {1, 2, . . .},

2◦ au sens géométrique si an ≥ 0 et

an+2 ≤ √
anan+1, n ∈ N1,

3◦ au sens harmonique si an > 0 et

an+2 ≤ 2anan+1

an + an+1
, n ∈ N1.

La définition de la croissance en moyenne est analogue.
Puisque x+y

2 ≥ √
xy ≥ 2xy

x+y
quels que soient x, y > 0 donc toute suite

décroissante en moyenne au sens harmonique est décroissante en moyenne au
sens géométrique et toute suite décroissante au sens géometrique est décroissan-
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te au sens arithmétique. Les réciproques sont fausses. Par exemple, la suite
donnée par

a1 = 1, a2 = 2, an+2 =
an + an+1

2

décrôıt en moyenne au sens arithmétique et elle ne décrôıt pas en moyenne
au sens géométrique car an+1 ≥ √

anan+1 pour tout n ∈ N1 et a3 = 1, 5 >√
a1a2 =

√
2.

Dans [3] on trouve le théorème.

Théorème 1

Toute suite monotone en moyenne tend vers une limite finie ou infinie.

� ce�"n0p gj�0���Vk0f0khgjk0f0�0���0f��Vk0�0�0f0f0���0n0�C�0p �j�Cilp gj�0�V�hgjp �0n0�

Soit I un intervalle non dégénéré de R (borné ou non borné, fermé, ouvert ou
semi-ouvert, mais non réduit à un point). Soit f : I → R une fonction strictement
monotone et continue. J. Aczél et J. Dhombres dans [1] ont donné la définition :

Définition 2

On appelle moyenne quasi-arithmétique (associée à f) de deux nombres x et y

de I l’expression

M(x, y) = f−1

(
f(x) + f(y)

2

)

.

Si

f(x) = x, I ⊂ R alors M(x, y) = x+y
2 ;

f(x) = ln x, I ⊂ (0, +∞) donc M(x, y) =
√

xy;

f(x) = 1
x
, 0 6∈ I ⊂ R donc M(x, y) = 2xy

x+y
;

f(x) = eax, a 6= 0, I ⊂ R donc M(x, y) = ln eax+eay

2 .

La dérnière moyenne est nommée moyenne exponentielle.
En appliquant la moyenne quasi-arithmétique on propose la définition sui-

vante :

Définition 3

On dit qu’une suite {an} est décroissante en moyenne au sens quasi-arthmétique
(associée à f) si an ∈ I et

an+2 ≤ M(an, an+1)

quel que soit n ∈ N1.

La définition de la croissance en moyenne au sens quasi-arithmétique est
analogue.

On va démontrer le théorème.
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Théorème 2

Soit f : I → R une fonction strictement monotone et continue et telle que f−1

est convexe (concave) dans I. Toute suite décroissante (croissante) en moyenne
au sens quasi-arithmétique est décroissante (croissante) en moyenne au sens
arithmétique.

Démonstration. Supposons f−1 convexe dans I . On a

M(x, y) = f−1

(
f(x) + f(y)

2

)

≤ f−1(f(x)) + f−1(f(y))

2
=

x + y

2

quels que soient x, y ∈ I . D’où et de l’inégalité

an+2 ≤ M(an, an+1), n ∈ N1,

on obtient

an+2 ≤ an + an+1

2
, n ∈ N1.

Si f−1 est concave dans I le raisonnement est analogue.

De même on obtient :

Théorème 3

Soit f : I → R une fonction strictement monotone et continue et telle que f−1

est convexe (concave) dans I. Toute suite croissante (décroissante) en moyenne
au sens arithmétique est croissante (décroissante) en moyenne au sens quasi-
arithmétique.

L’exemple donné avant montre qu’en général les réciproques sont fausses.
Notons que si la fonction f vérifie l’égalité de Jensen :

f

(
x + y

2

)

=
f(x) + f(y)

2
; x, y ∈ I

on a l’équivalence. Mais ce cas est trivial car l’égalité de Jensen et la monotonie
stricte de f implique que f(x) = ax + b avec a, b ∈ R, a 6= 0 et la moyenne
quasi-arithmétique associée à f nous donne la moyenne arithmétique.

Passons maintenant à la convergence des suites monotones en moyenne au
sens quasi-arithmétique.

Théorème 4

Soit f : I → R une fonction strictement monotone et continue. Toute suite
monotone en moyenne au sens quasi-arithmétique tend vers une limite (finie
ou infinie).
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Démonstration. Supposons f croissante dans I et soit {an} une suite décrois-
sante en moyenne au sens quasi-arithmétique et considérons la suite {bn} définie
par bn = f(an), n ∈ N1. On voit que an = f−1(bn) et

an+2 = f−1(bn+2) ≤ f−1

(
f(an) + f(an+1)

2

)

= f−1

(
bn + bn+1

2

)

, n ∈ N1.

La croissance de f implique que bn+2 ≤ bn+bn+1

2 pour n ∈ N1. D’où et du
théorème 1 de Leja on obtient la convergence de la suite {bn}. Puisque f est
continue dans I donc la suite {an} est convergente. La démonstration dans les
autres cas est analogue.

Remarque 1

Puisque les notions de croissance de la suite en moyenne considérées dans cette
note sont analogues à celles de décroissance nous ne donnons dans la suite que
des définitions de la décroissance.

§0ce�"n0p gj�0���Vk0f0khgjk0f0�0���0f��Vk0�0�0f0f0��¨0�Ci�il�C¨0¨0k0i©gFª��« ���0k0�V�V��m0�0��p f0m0p oh�0�0c

Dans [3] on trouve :

Définition 4

Soit p un nombre entier, p ≥ 2. On dit qu’une suite {an} est décroissante en
moyenne (au sens artithmétique) par rapport à la somme de p indices si

a|µ| ≤
1

p
(aµ1

+ aµ2
+ · · ·+ aµp

), µ = (µ1, µ2, . . . , µp) et |µ| = µ1 + µ2 + · · ·+ µp

quels que soient des nombres entiers positifs µ1, µ2, . . . , µp.

Théorème 5

Toute suite monotone au sens de la définition 4 est convergente (vers une limite
finie ou infinie).

On peut généraliser la notion de suites monotones donnée par la définition
4 comme le suit.

Définition 5

Soit f : I → R une fonction strictement monotone est continue. Soit p un nombre
entier x, p ≥ 2. On dit qu’une suite {an} est décroissante (au sens quasi-
arithmétique) par rapport à la somme de p indices si an ∈ I et

a|µ| ≤ f−1

(
f(aµ1

) + f(aµ2
) + · · · + f(aµp

)

p

)

quels que soient des nombres positifs entiers µ1, µ2, . . . , µp.
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En appliquant le raisonnement fait dans la démonstration du théorème 4
on obtient le théorème suivant :

Théorème 6

Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 5 est convergente.

­"ce�"n0p gj�0���Vk0f0khgjk0f0�0���0f��Vk0�0�0f0f0��¨0k0f0m0�0il�0�0c

F. Leja en [3] a consideré la monotonie en moyenne pondérée des suites à
savoir :

Définition 6

On dit qu’une suite {an} est décroissante en moyenne avec le poids θ, 0 < θ < 1,
si

an+2 ≤ θan + (1 − θ)an+1, n ∈ N1. (1)

On y trouve le théorème :

Théorème 7

Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 6 tend vers une
limite.

On va généraliser la monotonie en moyenne avec le poids en deux direc-
tions. D’abord nous donnerons la définition de la moyenne quasi-arithmétique
pondérée ([2]).

Définition 7

Soit f : I → R une fonction strictement monotone et continue. Soit θ ∈ (0, 1).
Posons

Mθ(x, y) = f−1(θf(x) + (1 − θ)f(y))

pour x et y de I . L’expression Mθ(x, y) est dite moyenne quasi-arithmétique
pondérée.

Dans la suite admettons la définition suivante :

Définition 8

Soit θ ∈ (0, 1). On dit qu’une suite {an} est décroissante en moyenne au sens
quasi-arithmétique pondérée si an ∈ I et

an+2 ≤ Mθ(an, an+1)

pour n ∈ N1.

Dans la même façon qu’avant on a
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Théorème 8

Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 8 est convergente.

Il est possible de généraliser la définition 6 et le théorème 7 en considérant
la moyenne quasi-arithmétique pondérée par rapport à p indices. Posons la
définition suivante :

Définition 9

Soit p un nombre entier, p ≥ 2 et soient θ1, θ2, . . . , θp des nombres de l’intervalle
(0, 1) tels que θ1 + θ2 + · · ·+ θp = 1. On dit qu’une suite {an} est décroissante
en moyenne (au sens arithmétique pondérée) par rapport à p indices si

a|µ| ≤ θ1aµ1
+ θ2aµ2

+ · · · + θpaµp
(2)

quels que soient des nombres entiers positifs µ1, µ2, . . . , µp,

On va démontrer le théorème.

Théorème 9

Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 9 est convergente.

Démonstration. Supposons {an} décroissante en moyenne au sens de la
définition 9. On remarque que {an} est bornée supérieurement. En effet, par
récurrence on démontre que

an ≤ A = sup{a1, a2, . . . , ap}, n ∈ N1.

Posons

α = lim inf
n→+∞

an ≤ lim sup
n→+∞

an = β

et supposons que α soit fini. Soit ε > 0. Il existe m ∈ N1 tel que am < α + ε,
Par (2) on a

amp = am + m + · · · + m
︸ ︷︷ ︸

p fois

≤ θ1am + θ2am + · · · + θpam

= am.

Et donc amp < a + ε.
Pour n ∈ N1 et n > mp on a n = km(p − 1) + r avec k, r ∈ N1 et 1 ≤ r ≤

m(p − 1). On voit que

am(p−1)+r = am + · · · + m
︸ ︷︷ ︸

(p − 1) fois

+ r

≤ (1 − θp)am + θpar,
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a2m(p−1)+r = am + · · · + m
︸ ︷︷ ︸

(p − 1) fois

+ m(p − 1) + r

≤ (1 − θp)am + θpam(p−1)+r

≤ (1 − θp)am + θp(1 − θp)am + θ2
par

= (1 − θ2
p)am + θ2

par,

et en général

akm(p−1)+r ≤ (1 − θk
p )am + θk

par, k ∈ N1.

Il en résulte que

lim sup
n→+∞

an = β ≤ am < α + ε.

Puisque ε a été choisi arbitrairement donc α = β, ce qui prouve que {an}
converge vers une limite finie. Dans le cas α = −∞ le raisonnement analogue
prouve que β = −∞.

Maintenant posons la définition suivante :

Définition 10

On dit qu’une suite {an} est décroissante en moyenne pondérée (au sens quasi-
arithmétique) par rapport à p indices si an ∈ I et

a|µ| ≤ f−1(θ1f(aµ1
) + θ2f(aµ2

) + · · · + θpf(aµp
)) (3)

quels que soient des nombres entiers positifs µ1, µ2, . . . , µp.

En posant bn = f(an) et en appliquant le théorème 9 par le même raisonne-
ment comme dans la démonstration du théorème 4 on a le théorème suivant :

Théorème 10

Toute suite monotone en moyenne au sens de la définition 10 tend vers une
limite.

°0ce±0�0i©gj�Cp f0���Vk0m0p ²jp oh�³gjp k0f�m0��« ���Vk0f0khgjk0f0p ���0f��Vk0�0�0f0f0��¨0k0f0m0�0il�0��m0�0���0n0p gj�0�

F. Leja a considéré dans [3] encore une autre sorte de la monotonie en
moyenne des suites en remplaçant la condition (1) par la suivante :

aµ+ν ≤ θ
µ
µ+νaµ + θν

µ+νaν , µ, ν ∈ N1 (4)

où θ
µ
µ+ν et θν

µ+ν sont des nombres positifs quelconques satisfaisant à l’égalité
θ

µ
µ+ν + θν

µ+ν = 1.

On y trouve le théorème suivant.
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Théorème 11

Toute suite monotone au sens de la condition (4) tend vers une limite pourvu
que le produit

θν
µ+ν · θµ+ν

2µ+ν · . . . · θ(k−1)µ+ν

kµ+ν

tende vers zéro quels que soient µ et ν lorsque k → +∞.

Soit p un nombre entier, p ≥ 2. Remplaçons maintenant la condition (2)
par la suivante :

a|µ| ≤ θ
µ1

|µ|aµ1
+ · · · + θ

µp

|µ|aµp
, µ1, µ2, . . . , µp ∈ N1, (5)

où θ
µ1

|µ|, . . . , θ
µp

|µ| sont des nombres positifs quelconques satisfaisant à l’égalité

θ
µ1

|µ| + θ
µ2

|µ| + · · · + θ
µp

|µ| = 1. (6)

Posons

λk = θ
µp

|ν|+µp

· θ|ν|+µp

2|ν|+µp

· . . . · θ(k−1)|ν|+µp

k|ν|+µp

, (7)

où |ν| = µ1 + µ2 + · · · + µp−1.
On va démontrer le théorème suivant :

Théorème 12

Toute suite monotone en moyenne au sens de la condition (5) (avec (6)) est
convergente pourvu que limk→+∞ λk = 0.

Démonstration. Supposons que la suite {an} vérifie la condition (5). Par
récurrence on a

an ≤ A ≤ sup{a1, a2, . . . , ap} pour n ∈ N1.

Alors {an} est bornée supérieurement. Posons

α = lim inf
n→+∞

an ≤ lim sup
n→+∞

an = β

et supposons α fini. Soit ε > 0. Il existe m ∈ N1 tel que am < α + ε. Pour
n ∈ N1 et n > mp on a n = km(p − 1) + r avec k, r ∈ N1 et 1 ≤ r ≤ m(p − 1).
D’après (5), (6) et (7) on obtient

am(p−1)+r = am + · · · + m
︸ ︷︷ ︸

(p − 1) fois

+ r

≤ (1 − θr
m(p−1)+r)am + θr

m(p−1)+rar

= (1 − λ1)am + λ1ar,

a2m(p−1)+r = am + · · · + m
︸ ︷︷ ︸

(p − 1) fois

+ m(p − 1) + r

≤
(

1 − θ
m(p−1)+r

2m(p−1)+r

)

am + θ
m(p−1)+r

2m(p−1)+r
am(p−1)+r

≤ (1 − λ2)am + λ2ar.
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et en général

akm(p−1)+r ≤ (1 − λk)am + λkar, k ∈ N1.

Faisons tendre k vers l’infinie. Par supposition λk → 0 et donc

β = lim sup
n→+∞

an = lim sup
k→+∞

akm(p−1)+r ≤ am < α + ε.

Puisque ε a été choisi arbitrairement donc α = β. Si α = −∞, le raisonnement
est similaire.

En appliquant la méthode de la démonstration du théorème 4 on généralise
le résultat du théorème 12 comme suit :

Théorème 13

Soit f : I → R une fonction strictement monotone et continue. Soit p un nombre
entier ≥ 2. Toute suite {an} satisfaisant à la condition an ∈ I, n ∈ N1 et

a|µ| ≤ f−1(θµ1

|µ|f(aµ1
) + · · · + θ

µp

|µ|f(aµp
))

tend vers une limite où θ
µ1

|µ|, . . . , θ
µp

|µ| sont des nombres positifs quelconques

vérifiant la condition (6) ainsi que la condition limk→+∞ λk = 0, où λk est
donnée par (7).

µ"ce�"n0i�« ��¨0ilk0¶0«^ª�0�V��m0��·0c5¸h�l¹j�

F. Leja dans [3] a posé le problème suivant :
Soient p et q deux nombres entiers positifs quelconques fixes et {an} suite
remplissant ou bien la condition

1

p
(an+1 + · · · + an+p) ≤

1

q
(an+p+1 + · · · + an+p+q) (8)

pour n ∈ N1 ou bien la condition

1

p
(aµ1

+ · · · + aµp
) ≤ 1

q
(aν1

+ aν2
+ · · · + aνq

) (9)

où µ1, µ2, . . . , µp et ν1, ν2, . . . , νq sont des indices quelconques de N1 mais tels
qu’on ait

µ1 + µ2 + · · · + µp = ν1 + ν2 + · · · + νp.

Une telle suite tend vers une limite ?
F. Leja a remarqué ensuite que la réponse est positive dans le cas où l’un

des nombres p et q est équal à 1 et l’autre est supérieur à 1. Il est facile de
trouver un contrexemple qui montre que cette affirmation est fausse. En effet,
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en posant an = (−2)n on voit que cette suite remplit la condition (8) pour
p = 1 et q = 2 si bien qu’elle ne converge pas. De plus, elle n’est ni bornée
supérieurement ni bornée inférieurement. Quand même, le théorème 5 nous
donne la réponse affirmative si p > 1 et q = 1.

Notons encore que la réponse est aussi négative dans le cas où p et q sont
des nombres pairs et la suite remplit la condition (8). Il suffit de considérer la
suite définie par an = (−1)n.
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