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Uber Extrema mit Nebenbedingungen

Zusammenfassung. Zweck der vorliegenden Arbeit is es, eine gut handhabbare
Methode zu zeigen, womit man die hinreichende Bedingung fiir die Existenz
eines Extremums unter Nebenbedingungen behandeln kann. Das Resultat
ist eigentlich nicht unbekannt, Einzelteile sind in mehreren Arbeiten wie
etwa in [5], [10] oder in [16] enthalten. Es hat aber nicht Eingang in die
neuere Lehrbuchliteratur gefunden (vgl. z. B. [1], [11] oder [13]) und ist
nicht allgemein bekannt. Die Frage ist von einigem Interesse, da zum Beispiel
zahlreiche Probleme in der angewandten Mathematik Extremwertaufgaben
unter Nebenbedingungen sind.

1. Einleitung

In vielen Analysisbiichern und auch in vielen Analysisvorlesungen ist die Be-
handlung der hinreichenden Bedingung zweiter Ordnung fiir lokale Extrema un-
ter Nebenbedingungen beziiglich Funktionen von mehreren Verénderlichen einfach
vernachléssigt. An manchen Stellen dieser Werke gibt es vorsichtige Andeutungen
darauf, daf zusitzliche Uberlegungen notwendig sind, um zu entscheiden, ob ein
und welche Art von Extremum vorliegt. In einigen Biichern wird die Uberlegung
iiber diese hinreichenden Bedingungen mit einer Aussage kurz abgeschlossen, nach
der es hierfiir kein einfaches allgemein andwendbares Verfahren gebe. In der Tat
werden des 6fteren andere Methoden als die hinreichende Bedingung zweiter Ord-
nung zur Rechtfertigung der Existenz eines Extremums herangezogen, wie etwa
Kompaktheitsschluf oder die Tatsache, nach der es bei zahlreichen Abstandsauf-
gaben anschaulich klar ist, daf es eine Losung gibt, und diese anschauliche Evidenz
wird z. B. durch Ausnutzung der endlichdimensionaler Eigenschaft der gegebener
Aufgabe untermauert. Es kommt aber oft vor, daft die Anzahl der Kandidaten fiir
Extrema mehr als zwei ist und nicht nach globalen, sondern nach lokalen Extrema
gesucht werden soll. In diesen Fillen ist das Kompaktheitsargument nicht immer
ausreichend, da in diesen Stellen die zu optimierende Funktion recht verschiede-
ne Werte annehmen kann. Unter anderem aus diesem Grunde heraus scheint die
Kenntnis der hinreichenden Bedingung zweiter Ordnung vonnéten zu sein.

Diese Arbeit soll eine einfache und in vielen Aufgaben gut handhabbare Metho-
de zur Anwendung der hinreichenden Bedingung zweiter Ordnung bekanntgeben,
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wobei vollstédndigkeitshalber und im Interesse der einheitlichen Behandlung auch
die notwendige Bedingung (erster Ordnung) présentiert wird. Um die Natur der
Fragestellung zu verdeutlichen, werden mehrere niitzliche Aufgaben gestellt und
gelost. Das Gemeinsame dieser Aufgaben ist das Auffinden einer Stelle, wo eine
Funktion beschriankt auf eine Teilmenge ihres Definitionsbereiches ein (lokales)
Minimum oder Maximum annimt. Dies wird prézisiert in der

DEFINITION 1.1

Es sei ) eine nichtleere offene Teilmenge des R™ und vorgelegt seien die Funktionen
f: Q = R (genannt auch Zielfunktion) und g: @ — R™, 1 < m, n € N. Wir sagen,
f besitze in ¢ € ) ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0, wenn
c zur Nebenbedingungsmenge

{g=0}:={reQ: gr)=0} #0

gehort und eine Umgebung U von ¢ vorhanden ist, so dafs

f(r) < fle) baw. f(r)=f(c), reUn{g=0}
gilt.
2. Eine notwendige Bedingung

Die vektorielle Nebenbedingung g = 0 zerfallt im Falle von m < n nach Zerle-
gung in Komponenten in m skalare Nebenbedingungen

91(5517- . 7:En—m7xn—m+lu' . 7xn) = 07

I (1, Tem, Tt 1y -« Tn) = 0.

Manchmal kann dieses System von m Gleichungen explizit nach m Verénderlichen,

etwa nach @, 41, ..., 2, aufgelost werden, so daf
Tpn—m+1 = QDl((El, cee 7xn—m)u ey = @m(iﬂl, cee 7:En—m)
mit bekannten Funktionen ¢1, .. ., @, ist. In diesem Falle 1auft die Aufgabe darauf

hinaus, die ,freien“lokalen Extrema der Funktion

D(z1, ..y Ty
= f@1, e T, 01(T1, - )y e P (T, e Tem))

(X1, oy Tpem) ER"™™ 0 (21, oy T, Tt 1y - - -, Tn) € )
zu bestimmen. Dies wird benutzt bei der Lésung der

AUFGABE 2.1

Fiir eine Bewisserungsanlage soll ein Kanal mit gleichschenklig trapezférmigem
Querschnitt aus drei gleich grofsen Betonfertigplatten der Breite b gebaut werden.
Man bestimme die Anordnung der Platten, so dafs moglichst viel Wasser transpor-
tiert werden kann!
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Durch den Kanal kann moglichst viel Wasser fliefen, wenn die Querschnitts-
fliche Q maximal wird. Je nachdem, in welchem Winkel o die Wénde zur Hori-
zontalen geneigt sind, dndern sich die Trapezhohe h, die obere Breite f und mit
ihnen die Querschnittsfliche Q. Fiir @ gilt nach der Flachenformel fiir ein Trapez

B+0b ' B—0b

Q=——"h mit h = b - sin(a), 5

5 =b-cos(a).

Die Zielfunktion und die Nebenbedingungsmenge sind also

f(r) = Tb -b-sin(a), {g =0} mit g(r) := ? — b cos(a)
(r=(a,8) €R?: 0<a<m0<j<3b).

Aus der Nebenbedingung errechnet man dann § = p(a) := b - (1 + 2cos(a)). So
sind die lokalen Extrema der Funktion

() := fla,p(a)) = b* - (1 + cos(a)) - sin(a), a € (0,m)
aufzufinden. Wegen
' (a) = b? - (cos?(ar) — sin?(a) + cos(a)) = b? - (2 cos?(a) + cos(a) — 1),

. ®"(a) = —b* - sin(a) - (1 + 4 cos(a)),

(T n( T 3\/5'172
@(3)_0 bzw. @(3)_ - <0
haben wir es mit einem Maximum zu tun. Der Kanal hat also den gréfiten Durch-
flufs, wenn die Wande um 60° zur Horizontalen geneigt sind.
Im Falle n = 2, m = 1 konnte so eine Aufgabe zum Beispiel auch durch die
Erfiillung der Nebenbedingung g(x1,z2) = 0 durch eine Parameterdarstellung

21 = p1(t), ma = pa(t), te€T mit @1, € D(I)

auf einem Intervall I C R geldst und die Extremalstellen der Funktion F' mit

F(t) == fe1(t), v2(t)), tel

mit den tiblichen Methoden bestimmt werden, vorausgesetzt f ist differenzierbar.
Dieser Trick wird ausgenutzt bei der Lésung der

AUFGABE 2.2
Es sollen diejenigen Punkte einer durch die Gleichung

£C2 y2

¥+b—2:1 (0<a<bd)

gegebenen Ellipse bestimmt werden, die von ihrem Mittelpunkt (0,0) maximalen
bzw. minimalen Abstand haben.
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Die Parametrisierung
x=1(t) :=acos(t), y=a(t):=bsin(t), t €10, 27|
der Ellipse fiihrt zu der Funktion
F(t) := a®cos?(t) + b*sin®(t), t €10, 27|

(statt des Abstandes wird — zur formalen Vereinfachung — das Quadrat des Ab-
standes verwendet: f(x,y) := 2% + y?, (z,y) € R?; dabei werden dieselben Extre-
malstellen erhalten). Wegen

F'(t) = (b —a®)sin(2t),  t€[0,27]

und F'(s) =0, s €{0,%,m, 37’7,27r} sowie

F(0)=F(r) =a® <V = F(g) = F(%ﬂ)

sind die gefundenen Punkte die Scheitelpunkte der Ellipse.

In der Praxis sind diese Methoden nur selten anwendbar: die explizite Auf-
16sung ist in den meisten Féllen nicht moglich und auch die Bestimmung einer
Parameterdarstellung ist oft ziemlich mithsam. Man denke nur an die Variante der
Aufgabe 2.2, wo die gegebene Ellipse die Gleichung

az® + 2bxy + cy? =1 (a >0, ac —b*> > 0)

hat. Wie die Auflésung nach Variablen oder die Parameterbestimmung umge-
gangen werden kann, wird z. B. aus der folgenden Uberlegung ersichtlich. Ist
namlich bei der Parameterbestimmung 7 € I derjenige Parameterwert, wofiir
(p1(7),2(7)) = c gilt, so geniigt er der Gleichung

0=F'(t) = 01f(p1(t),02(t)) - £1 (1) + O2f (p1(t), 2(1)) - ¢5(t),  teE€L

Wegen g(¢1(t), 2(t)) =0, t € I gilt weiter

O1g(p1(t), @a(t)) - P (t) + Daglr(t), a(t)) - @5(t) =0, tel.

Fiir ¢ = 7 sind also die Vektoren f’(c) und ¢’(c) linear abhingig, d. h. es gibt
A € R derart, dafs
O f(e)+No1g(c) =0, Oaf(c)+ Ad2g(c) =0 und g(c)=0

gelten.
Das hier skizzierte Verfahren wird fiir hohere Dimensionen im néchsten Satz
formuliert.

SATZ 2.3
Die folgenden drei Bedingungen seien erfillt.

1. f sei differenzierbar, g sei stetig differenzierbar.
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2. f habe in c € Q ein lokales Extremum unter der Nebenbedingung g = 0.

3. Es gebe in g'(c) eine m-reihige Unterdeterminante, die nicht verschwindet,
d. h. der Rang von g'(c) sei m (Rang- bzw. Regularititsbedingung).

Dann gibt es einen Vektor A € R™ (Lagrange-Multiplikator), so dafi mit L :=
f+ (X g) (Lagrange-Funktion) gilt: L'(c)= 0, d. h.

Okf(c) + Z)\lakgl(c) =0, 1<k<n.
=1

Beweis. (vgl. [14]) Aus der Rangbedingung folgt, daf zwischen m und n die
Relation m < n bestehen mufs. Im Falle von m = n folgt aus dem Satz iiber
inverse Funktionen, dafs der Punkt ¢ eine Umgebung hat, die gemeinsam mit der
Nebenbedingungsmenge nur den Punkt c innehat. In diesem — hinsichtlich des
Extremums — uninteressanten Fall, ist die Existenz eines A € R wegen der dritten
Bedingung offensichtlich. Des weiteren sei o. B. d. A. angenommen, daft m < n
gilt und die Matrix, die aus den letzten m Spalten von g’(c) gebildet wird, eine
von Null verschiedene Determinante hat. (Notfalls benennt man die Variablen
entsprechend um.) g’(c) 1kt sich also in der Form g'(c) = [G1,G2] schreiben,
wobei G € R™*(n=m) Gy e R™*™ it

Gi:=dig(e) == [0;0: ()55 Gai=dag(c) = [059:(C)]ij5 i opnia

und det(dzg(c)) # 0. Nach dem Satz von der impliziten Funktion (angewandt
auf g) gibt es dann eine Umgebung U von a := (¢1,...,¢h—m) € R"™ und eine
Umgebung V von b := (¢h—mi1,---5¢n) € R™ mit U x V' C Q und eine stetig
differenzierbare Funktion ¢: U — V mit

{g=0}N(UxV)={(r,p(r)): reU},
d. h.
g(r,p(r)) =0, relU
bzw.
(1)) = —[oaglr, o(r)] L Dug(r,(r)), el
Da die Beschréankung von f auf {g = 0}N(U x V) im Punkte c = (a,b) (b = ¢(a))

ein lokales Extremum besitzt, hat auch die Funktion

O(r) = f(r,e(r)), reU

ein (freies) lokales Extremum in c. Nach der notwendigen Bedingung fiir lokale
Extrema gilt also

0=9®'(c) =0, f(a,b) + D2 f(a,b) - ¢'(a),
woraus mit

A= —62f(a, b) . [62g(av b)]_l
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die Gleichheit
0=01f(a,b) — &2f(a,b) - [Dg(a,b)] " - dig(a,b) = d1 f(a,b) + Adig(a, b),
sowie (aus der Definition fiir X)
d2f(a,b) + Adzg(a,b) =0
folgt.

Um die kritische Stelle ¢ zu bestimmen, muf also das System der (m + n)
Gleichungen

8kf(r) + Z /\lakgl(r) =0, 1<k <n, (1)
=1

g1(r) =0, 1<i<m

fiir r und A gelost werden. Als Beispiel betrachten wir zwei Aufgaben.

AUFGABE 2.4
Essei A € R"*" eine symmetrische Matrix. Gesucht sind die Extrema der Funktion

f(r) = (Ar,r) = Z Qi T T (r=(z1,...,2,) €ER": [r|l2 =1).

4,j=1

Da g die Form
g(r) ::Zx?—l, r=(x1,...,2,) €R"
i=1

hat, ist die Rangbedingung 2c # 0, d. h. ¢ # 0 erfiillt, denn 0 ¢ {g = 0}. Anhand
(1) erhalten wir also das folgende Gleichungssystem:

n

nak-x-—l—nakixi—i-Q/\:z:k:O 1<k<n z2—-1=0.
Z 73 Z ) ’ Z )

j=1 i=1 i=1
c geniigt der Gleichung (1), wenn
2Zakici+2)\ck:(), 1<k<n und Zc?:l
i=1 i=1

gelten. Es gibt also ein p € R, so daf Ac = pc gilt, d. h. c ist ein normierter
Eigenvektor der Matrix A zum Eigenwert —\.

AUFGABE 2.5
Die lokalen Extrema der Funktion

flry,2)=2+2y+32z  ((2,9,2) €R?: 2 +y° =2, y+2=1)
sollen bestimmt werden.

Die Rangbedingung ist erfiillt wenn
Rang(g'(c)) = Rang( 281 252 (1) ) =2

gilt. Anhand (1) hat das zu 16sende Gleichungssystem die Form
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14202 =0, 242M\y+Xa=0, 34+X =0, 2°4+y>°—2=0, y+z—1=0.

Als Losung haben wir zwei kritische Stellen: ¢ € {(1,—1,2);(—1,1,0)} (mit A\ =
—2, A1 = % bzw. Ao = —3), mit denen die Rangbedingung erfiillt ist.

3. Hinreichende Bedingungen

3.1. Kompaktheitsargumente

Ist die Nebenbedingungsmenge {g = 0} kompakt und die Zielfunktion f ste-
tig, so ist die Existenz der absoluten Extrema gesichert, wie das in den Auf-
gaben 2.4 und 2.5 der Fall ist. Dort sind ndmlich die Nebenbedingungsmengen
die Einheitskugel und eine Ellipse (die sich als Schnitt eines Zylinders und ei-
ner Ebene ergibt), die beschrankt und abgeschlossen, somit kompakt sind. Da
im ersten Falle f(c) = (Ac,c) = p gilt, wird das Maximum bzw. das Mini-
mum bei einem Eigenvektor zum gréfiten bzw. zum kleinsten Eigenwert ange-
nommen. (Insbesondere folgt, daf eine reelle symmetrische Matrix mindestens
einen reellen Eigenwert besitzt.) Im zweiten Falle entscheiden die Funktionswerte:
f(=1,1,0)=1<5=f(1,-1,2).

3.2. Abstandsaufgaben

Wenn es um Abstandsaufgaben geht, so erweist sich eine Behauptung, — die
auf der Endlichdimensionalitit des euklidischen Raumes R? (1 < d € N) beruht —
als niitzlich:

SaTz 3.1
A sei eine kompakte und B eine abgeschlossene Teilmenge des R?; beide Mengen
seien nicht leer. Dann gibt es in A einen Punkt a und in B einen Punkt b mit

la=bll <[x-yl, xeA yeB,
wobei || - || irgendeine Norm auf RY ist.

Statt des Beweises (siche z. B. [11]), geben wir einen Fall an, wo dieser Satz
vom Nutzen sein kann:

AUFGABE 3.2
Man bestimme denjenigen Punkt auf dem Schnitt der Ebenen x + 2y + z = 1 und
2x —y — 3z = 4, der von der Koordinatenursprung den kleinsten (euklidischen)
Abstand hat!

Die Zielfunktion und die Nebenbedingungsmenge sind also fir r = (z,y,2) €
R3
2 2 2 _ . | z+2y+2-1
F0 =t b4 (g =0} mite) = |5 T
Die Rangbedingung ist iiberall erfiillt, denn

e FE ) CE IR
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gilt. Das Gleichungssystem (1) hat die Form

204+ A +2X =0,
2y 42X — Ay =0,
22+ A1 —3X2 =0,
r+2y+z—-1=0,
20—y —32—4=0.

Die einzige kritische Stelle ¢ = (%, %), —% mit \; = —%, Ao = —?—é von L steht

also im Verdacht, die gesuchte Stelle zu sein. Da wegen Satz 3.1 eine solche Stelle
wirklich vorhanden ist, mufs ¢ tatséchlich die Losung der Aufgabe 3.2 sein.

3.3. Hinreichende Bedingungen zweiter Ordnung

Es ist offensichtlich, daf im Falle von Funktionen f,g € ©?[c] die Existenz
eines lokalen Extremums unter Nebenbedingungen durch die Definitheit der Hesse-
Matrix L”(c) gesichert wird. Aus der Definitheit folgt ndmlich, daf die Lagrange-
Funktion in c ein lokales Extremum besitzt, also eine Umgebung U C 2 von ¢
gibt, wofir

L(r) < L(c) bzw. L(r)> L(c), reU

gilt. Aus ¢ € {g = 0} folgt sofort die Ungleichung

F(r) = L(r) < L(e) = f(e) baw. f(x) = L(r) > L(c) = f(c)
(reUn{g=0}).

Dieses Resultat kann man z. B. bei der Losung der folgenden Aufgabe ausnutzen.

AUFGABE 3.3
Man bestimme die Extrema der Funktion

flr):=a?—224+2*+2%+2 (r=(2,9,2) €ER®: 24+y+2=1,20—y—2=25)

Wie bei der Losung der Aufgabe 3.2 kommt man hier mit der Kompaktheits-
schlufs ebenfalls nicht aus, denn die Nebenbedingunsmenge ist eine — als Schnitt
von zwei Ebenen — ergebende Gerade, die unbeschrénkt, somit nicht kompakt ist.
Die Zielfunktion ist auch keine Abstandsfunktion, so scheint die Berechnung der
zweiten Ableitung L” in ¢ sinnvoll zu sein. Die Losung des Gleichungssystems (1)
ist der einzige Vektor ¢ = (2,0,—1) mit A\; = A2 = —2. Die Rangbedingung ist
tiberall erfiillt. Die Hesse-Matrix L”(c) = diag{2,4,2} ist positiv definit, demzu-
folge hat f in ¢ unter der Nebenbedingung {g = 0} ein lokales Minimum.

Oft kommt aber vor, dafs L”(c) nicht definit ist, wie das der Fall der folgenden
Aufgabe zeigt.

AUFGABE 3.4
Man bestimme die lokalen Extrema der Funktion

fr):=ay+rz+awtyz+yw+zw (r=(2,y,2,w) € (RN : zyzw=1)!
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Die einzige kritische Stelle von L ist ¢ := (1,1,1,1), mit A = 4. Die Rangbedin-
gung ist trivialerweise erfiillt, denn ¢’(c) = (1,1,1,1). Die Eigenwerte von L"(c)
sind —9 und 3 (dies letzte ist ein dreifacher Eigenwert), so ist L”(c) nicht definit:
indefinit.

In Féllen also, wo die obigen Hilfsmittel nicht ausreichen, kénnte man eine
hinreichende Bedingung zweiter Ordnung benutzen, die der eigentliche Gegenstand
dieser Arbeit ist. Bevor wir aber die diesbeziigliche Behauptung formulieren, wollen
wir den folgenden Begriff bestimmen.

DEFINITION 3.5

Es seien 0 < m,n € N mit m < n. Die symmetrische Matrix A € R™*" bzw.
die quadratische Form @ mit Q(r) := (Ar,r), r € R™ heifit positiv bzw. negativ
definit beziiglich der Matrix B € R™*" mit Rang(B) = m, wenn @ positiv bzw.
negativ definit auf dem Kernraum von B ist, d. h. aus 0 # r € R", Br = 0 die
Ungleichung Q(r) > 0 bzw. Q(r) < 0 folgt.

BEISPIEL 3.6
Im Fall m = 1, n = 2 habe die quadratische Form @ und die Matrix B die Gestalt

Q(r) := az® + 2bzy + cy?, r = (2,9) € R?, B :=1d, €].

Der Vektor r = [z,y]T gehort somit genau dann zum Kernraum von B, wenn
dx 4+ ey = 0 gilt. Die Forderung Rang(B) = 1 heift in diesem Falle, daff eine von
den zwei Komponenten ungleich Null ist: d? + 2 > 0. Ist z. B. e # 0, so bekommt

man durch Einsetzen von y = —% in @, dak
d dx\ 2 2 _2bd d?) x>
Q(r) = az? +2bw(— —x) +c(— _:v) _ lee §+ &) , r=(z,y) ER%.
e e e
Der Koeffizient von 2 im Zahler ldsst sich in der Form
a b d
ae* —2bde +cd* = —det | b ¢ e (2)
d e 0

schreiben. So ist z. B. die positive Definitheit von @ beziiglich B damit gleichwertig,
daf die obige Determinante negativ ist.

Somit kann schon das Resultat iiber eine hinreichende Bedingung zweiter Ord-
nung fiir die Existenz eines Extremums unter Nebenbedingungen formuliert wer-
den, das iibrigens schon gegen Ende des 19. Jahrhunderts bekannt war.

SATZ 3.7

Die Funktionen f bzw. g aus Satz 2.3 seien zweimal differenzierbar, ferner sei
c € {g = 0}, wofir die notwendige Bedingung erster Ordnung erfillt ist, d. h.
Rang(g’(c)) = m und fiir den zugehérigen Lagrange-Multiplikator X € R™ und fiir
die Lagrange-Funktion L := f + (\,g) gilt L'(c) = 0. Ist die quadratische Form

QL(r): R" = R, QL(r) := (L (c)r,r)

beziiglich g'(c) positiv bzw. negativ definit, so hat f ein lokales Minimum bzw.
Mazimum in c unter der Nebenbedingung g = 0.
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Beweis. (vgl. [10]) Wir werden nur die Behauptung beziiglich Minimum be-
weisen, da offensichtliche Modifikationen der folgenden Argumentation zum Fall
des Maximums fiihren.

Angenommen, hétte f kein lokales Minimum in ¢ unter der Nebenbedingung
g = 0, so gébe es eine Folge

r, € {g=0}\{c}, keN mit im(||ry —c||) =0 und f(rx) < f(c),

wobei || - || die euklidische Norm auf R™ bezeichnet: || - || := || - ||2. Da die Folge
hy = ﬂ, keN
[rx —cll

beschréankt ist, hat sie eine konvergente Teilfolge (h,, ), k¥ € N mit
lim(h,, ) =:h und |h| =1.

Wegen g(r,, ) = g(c) =0, k € N folgt

0 = lim (w) =g/(c)h also Q%(h) >0, (3)
l[rx — <l

denn laut Voraussetzung QL ist beziiglich g'(c) positiv definit. Da die Lagrange-
Funktion L auf der Nebenbedingungsmenge {g = 0} mit f identisch ist, folgt

L(c) = f(c) bzw. L(rg) = f(rg).
Die Taylorsche Formel mit Restglied nach Peano liefert dann fiir L:

fle) > f(rr) = L(rk)
= L(c) + (L'(c)(rx — c), (rx — ¢))

+ L)k — )1 — ¢} + e — ) - [ — )
= £(0) + 0+ 5@E(rk — )+ n(r — s — ¢l
mit lim, o 7(r) = 0 (vgl. [15]) also
0> QE(ry —c) + 2n(ry — ¢)|rx — c||%.

Dividiert man diese Ungleichung durch ||ry — c||?> und bildet den Grenziibergang
k — o0, so erhiilt man 0 > Q% (h), was der Ungleichung in (3) widerspricht.

Als Beispiel wollen wir nochmal Aufgabe 2.5 behandeln. Dort ist die zweite
Ableitung der Lagrange-Funktion semidefinit:

L'(c)=1] 0 2\ 0
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Die quadratische Form
QL(r) = (L"(c)r,r) = 2)\;(2? + ?), r=(r,y,2) € R®

ist aber beziiglich g’(c) definit, denn fiir alle r = (z,y, z) € R? gilt

x
, 1 2¢1 2¢2 O . | 2cix+2cy | _ | O
sor= |5 ]y [ == o)

also
ger=0 < r=(£¢ -9, § ER,
d. h. fiir € #£ 0 gilt

1
4/\1€2>0, )\125,
Qé(r) = 1

4/\1€2<0, )\1:—5.

So hat man in (—1,1,0) mit einem Minimum bzw. in (1, —1,2) mit einem Maxi-
mum zu tun.
Durch Einfiihrung der sog. erweiterten Lagrange-Funktion

L(r,\) := f(r) + (A, g(r)), (r,\) e Q x R™

hat die notwendige Bedingung erster Ordnung die Form L (¢, Ac) = 0. Das Vek-
torpaar (c, Ac) geniigt also dem Gleichungssystem (1). Ferner gilt fiir die zweite

Ableitung

7 L"(c) g'(c)”

" o

Fero = i 56 |
wobei Oy, die Nullmatrix mit m Spalten und m Zeilen bezeichnet. Die Matrix
L"(c, Ac) ist nicht definit, da sie mindestens eine Null in der Hauptdiagonale hat.
Wir zeigen aber, dak sie eine entscheidende Rolle bei der Bestimmung der Defini-
theit L”(c) beziiglich g’ (c) spielt.

Durch Einfiihrung der Matrizen
Ri = [zq,. .. ,xn,m]T und Ro:=[zp—mst1,--- ,:cn]T

1afst sich die Bedingung g’(c)r = 0 in der Form G1R; + GoRs = 0 aufschreiben,
wobei G7 und G5 die im Beweis des Satzes 2.3 eingefiihrten Matrizen sind. Unter
Beriicksichtigung der Annahme det(G3) # 0 folgt

En—m

R,=-G;' Gi-Ry, d. h r= o
2 2 1 1 r |:_G21'G1

:|'R1:ZM'R1,

wobei E,,_,, die Einheitsmatrix mit (n —m) Spalten und (n —m) Zeilen ist. So
hat die quadratische Form Q% die Gestalt

(L"(e)r,r) =R{ -MT-L"(c)-M-Ry, reR™
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Die positive bzw. negative Definitheit von Q% beziiglich g’(c) ist also mit der
(bedingungslosen) positiven bzw. negativen Definitheit der Matrix

QL =M" L' (c) M e R=mx(n=m) (4)
gleichwertig.

BEISPIEL 3.8
Im Fall m = 1,n = 2 haben L”(c), ¢’(c) und somit M die Form

1 f(e) +Adig(c) Oiaf(c) + Adi2g(c)
821f(c) + A&glg(c) 822f(c) + )\6229(0) ’
g'(c) = [0ig(c), Drg(c)]

und M = [1, —géggzg}T. Demzufolge gilt fiir M7 - L (c) - M in diesem Fall

L//(C) —

ae? — 2bde + cd?
2

MT . L"(c)-M =

mit
a = 811f(C) + /\8119(C), b:= 812]"((:) + /\8129(0)
c:= Oaaf(c) + NOaag(c), d:=0d1g(c), e:=dag(c).

Somit hat MT - L”(c) - M wegen der Identitit (2) die Form

L. Do),

T . HC- - -
ME-LHe) M=~ oP

wobel

O11f(c) +Adig(c) Oi2f(c)+ Adi2g(c) Oig(c)
D(c) :=det | Da1f(c) + ADa1g(c) Daaf(c) + AD2ag(c) dag(c) | . (5)
d1g(c) d29(c) 0
So hat f ein lokales Maximum bzw. Minimum in ¢ unter der Nebenbedingung
g =0, wenn D(c) > 0 bzw. D(c) < 0 gilt.

Dieses Ergenbis kénnte z. B. bei der Losung der Aufgabe 2.1 niitzlich sein. Dort
hat nédmlich die Lagrange-Funktion die Form

_B+b, p-b

L(a, B) b-sin(a)—i—)\(?—b-cos(a)), O<a<m0<f<3b

Die Rangbedingung ist iiberall erfiillt, denn 2¢'(a, 8) = (2bsin(w), 1), und die
einzige kritische Stelle ist ¢ = (§,2b) mit A\ = %\/g. Die zweite Ableitung der
Lagrange-Funktion ist indefinit:

—b2V/3 b

L/I(C) _

NS )
S
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Durch die Berechnung der Determinante in (5) bekommt man

VE b W
2 4 2 V3
b 1 3
det - = = >0,
4 0 2 4
Wi
2 2

so gibt es in der gefundenen Stelle ein Maximum.
Die Verallgemeinerung auf die Félle m,n € N mit 1 < m < n wird formuliert
im

Sarz 3.9
Fir k € {1,...,m 4+ n} bezeichne Hy, die Untermatriz der gerinderten Hesse-
Matrix
_ [ L) g
= { g'c) Om |

die aus den Eintrigen der ersten k Zeilen und Spalten besteht, und die Vorausset-
zungen des Satzes 3.7 seien erfillt. So hat f ein lokales Minimum bzw. Mazimum
in ¢ unter der Nebenbedingung g = 0, wenn die Ungleichungen

(—=1)™det(Hy) >0 bzw. (—1)"**det(Hy) > 0, ke{2m+1,....,m+n}
gelten.
Beweis. Da die Matrix in (4) tiber die Form

A — " En—m
Q¢ = [ Enom (=G3'G)T |- L"(c)- { -G5'Gy ]

verfiigt, ist es zweckmiiRig die Hesse-Matrix L”(c) als Ubermatrix der Blocke L;;,
i,7 € {1;2} aufzufassen:

wobei Lo; = LT,. So 1ift sich die geriinderte Hesse-Matrix in Blockgestalt

Li1 Lz GY
H=| Ly Ly GT
Gy Gy 0O,
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und @CL in die Gestalt

@5 =Ly — L12(G2_1G1) — (Gz_lGl)TLzl + (Gz_lGl)TLQQ(GglGl)
= L — L12(G3'G1) = GT (G2 1) Loy + GT(G3) ' L22(G3 ' Gh)
= L1 — L12(G5'G1) — G (GF) " {La1 — Laa(G5'Gh)}

schreiben. Laut Determinantensatz fiir Ubermatrizen (vgl. [8]) gilt also
I ot | L11— L1(G5'Gy) GY
det(Gs) Lot — Las(G5'G1) G¥

Ly — L1oGy Gy GT Ly
- det L21 — L22G51G1 Gg L22

det(QF) =

1
" det(G)  det(Ga)

On—m Om G2
_det(A)
 (det(G2))?
mit
Liy G Ly
A= L21 Gg L22
Gi1 O Go

So sind das (det(Gy))2-fache der Hauptminoren von QF der Ordnung k gleich den
Hauptminoren von A der Ordnung 2m + k, k € {1,...,n — m}. @CL ist also ge-
nau dann z. B. positiv definit, wenn diese Hauptminoren von A positiv sind. Diese
Hauptminoren sind aber gleich dem (—1)™-fachen der entsprechenden Hauptmino-
ren von H, denn A bekommt man von H durch die Vertauschung der (n—m-[)-ten
und der (n + 14 1)-ten Spalten, | € {1,...,m}.

BEISPIEL 3.10
Man rechnet leicht nach, dafs die gerédnderte Hesse-Matrix im Falle der Aufgabe
3.4 die Form

0 -3 -3 =31
-3 0 -3 -3 1

H=|-3 -3 0 -3 1 (6)
-3 -3 -3 01

1 1 1 10

hat. Fiir das Vorzeichen der entsprechenden Hauptminoren von H gilt wie folgt
(=1)'det(H3) >0, (—=1)'det(Hy) >0 bzw. (—1)'det(Hs) >0,
so haben wir mit einem lokalen Minimum unter Nebenbedingungen zu tun.

Das im Satz 3.9 formulierte Kriterium war zuerst in [12] zu lesen. Etwas ein-
fachere Beweismethode findet sich in [16], woraus die Idee der obigen Herleitung
stammt. Das Besondere an diesem Kriterium war, dafs man durch die Berechnung
der Hauptminoren viel einfacher vorgehen konnte als bei dem frither bekannten
Kriterium von H. Hancock (vgl. [9]), nach der die positive bzw. negative Definitheit



Uber Extrema mit Nebenbedingungen [103]

von QL begiiglich g’(c) damit gleichwertig ist, daf die Koeffizienten ag, . .., a,—m
des Polynoms

det

L'(c) - zE, g'(c)T :| _ n—m ak(_z)n_m_k’ 2R (7)

/
g'(c) Om prt
das gleiche Vorzeichen haben bzw. alternieren.
Ein anderes Kriterium haben Chabriallac und Crouzeix bewiesen (vgl. [2]),
nach der die positive bzw. negative Definitheit der Hesse-Matrix L”(c) beziiglich
g'(c) damit gleichwertig ist, daf die Tréagheit der gerdnderten Hessematrix H (al-
so das Tripel, bestehend aus der Anzahl der negativen, nullgleich bzw. positiven
Eigenwerten) gleich (m,0,n) bzw. (n,0,m) ist. So sieht man wiederum, daf im
Falle der Aufgabe 3.4 ein lokales Minimum vorliegt, indem man das Polynom (7)
fiir die gerénderte Hesse-Matrix H in (6) aufschreibt:

—4(—2)% = 36(—2)? — 108(—2) — 108,  z€R.

Dies beweist auch die Tragheit der Matrix H: (1,0,4), denn die Eigenwerte von
H sind: —4 — 2/5, —4 4 25, 3, 3, 3.

Abgesehen davon, dafs es immer die Frage der Beurteilung im Einzelfall ist,
welche dieser Kriterien einfacher sind, zeichnet sich der Chabriallac-Crouzeix-Test
dadurch aus, daf er gut auf einem Rechner implementierbar ist. Die Berechnung
der Tragheit einer Matrix kann némlich z. B. mit Hilfe des Rangreduktionsverfah-
rens von J. Egervary (s. [3], [4]) durchgefiihrt werden. Eine gute Ubersicht iiber
die verschiedenen Rangreduktionsverfahren findet man z. B. in den Werken [6],
[7].
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